
73Informatio vol.18

1．はじめに

電子状態を高い精度で求めるための手法の一つに，
拡散量子モンテカルロ（DMC）法がある。これは，
Schrödinger方程式の虚時間発展を，モンテカルロ法を
用いて解くもので，様々な改良や具体的な計算が行わ
れている[1-4]。

DMC法と同様に，虚時間発展をモンテカルロ法で解
く手法としてÖksüzにより提唱されたBasis Quantum 
Monte Carlo （BQMC）法がある[5-7]。これは，形式的
には位置の固有関数を基底関数とし，虚時間発展の演
算子の行列表現を求めるという手法である。その特徴
として，節固定近似を用いずに電子状態が求められる
という点が挙げられる。

著者らは，このBQMC法の計算精度向上に取り組ん
できた[8, 9]。BQMC法では，その名称の通りモンテカ
ルロ法を用いた計算を行う。しかし，虚時間発展演算
子に対応する行列が直接的に得られていることから，
この行列の積を繰り返すことでも電子状態を求めるこ
とが可能である。そこで，このような行列の積を用い
た新しい手法についての基礎計算も行っている[10]。

本研究では，Schrödinger方程式の虚時間発展を，行
列積の繰り返しで解く手法を用いて，水素原子に対す
る計算を行った。得られたエネルギーと波動関数を解
析解と比較し，その精度を検証した。

2．手法

BQMC法の詳細は文献[5-7]に記されている。位置固
有関数を用いた一般的な定式化については文献[5]，具
体的に計算を行うための格子分割とGauss型の基底関
数導入は文献[6, 7]が詳しい。ここでは1電子系を記述
するBQMC方程式を整理して簡潔に記載する。

2-1　虚時間発展

任意の状態 に，虚時間発展の演算子
を作用させると次式が得られる。

� （1）

ここで は系のハミルトニアンで， は粒子の座標，
と は対応する基底状態の波動関数とエネルギー

固有値である。また， は の虚時間を表してい
る。

を十分小さな時間変化とし， を繰り返し作
用させると，

� （2）

が得られる。ここで は， を 回作用させ
た波動関数で，以下を満たす。

� （3）

� （4）

このように，微小時間 の虚時間発展を繰り返すこと
で，基底状態の波動関数と固有エネルギーが得られる。

ハミルトニアンは運動エネルギー とポテンシャル
を用いて，
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� （5）

と表される。この時，以下の展開がよく用いられる。

� （6）

� （7）

前者は についての1次近似を与え，後者は2次の近
似となる。これらより（2）式は，それぞれ

� （8）

� （9）

となる。
Öksüzは，（9）式に対して，以下の置き換えをするこ

とで，

� （10）

次式を得ている。

� （11）

これは形式的には（8）式と同じものとなっている。系の
状態を（10）式で記述することにより，繰り返しの作用
を（6）式と同じにしたままで， について2次の精度を
持つ計算が実施できる。

2-2　基底関数の導入

空間を間隔 の格子に分割し，各格子点に以下のガ
ウス関数を置く。

� （12）

ここで，添え字はi番目の格子点を示す。波動関数は，
この基底関数の線形結合で求める。1粒子系の場合，波
動関数は

� （13）

となる。
この波動関数を用いて（11）式の虚時間発展演算子の

行列表現の形式を求めると，次式が得られる。

� （14）

ここで は次式で与えられる。

� （15）

これは粒子が から に拡散する遷移確率を表してい
る。

は，配置の生成・消滅を表す分岐項で，次式で与
えられる対角行列である。

� （16）

は波動関数に対応し，格子点上の状態の分布とし
て求める。 と収束後の分布 を用い，基底状態のエ
ネルギー固有値を次式で求めることができる。

� （17）

BQMC法では，（14）式から（17）式を用いてモンテカ
ルロ計算を実施する。しかし，遷移確率をあらわす
と分岐項 の行列が，あらわな形で与えられているた
め，この行列の積を直接実施することで状態の遷移を
計算することもできる。

そこで本研究では，任意の初期分布 に対して，行
列 と を繰り返しかけることにより，基底状態の電
子状態を求めた。

2-3　ポテンシャル

今回計算対象とした系は水素原子である。このため，
ポテンシャルは原子核と電子間のクーロン項であり，
原子単位系を用いて次式で与えられる。

� （18）

ここで は原子核と電子の距離である。
実際には空間を格子分割するため，各格子点でポテ

ンシャルを計算することとなる。原子核上では
であり，ポテンシャルは発散してしまう。このため，
平均的な値を想定したパラメータ を用いる。原子核
上でのポテンシャルを次式で計算する。

� （19）

このパラメータ は適切な結果を再現するように定め
る必要がある。その最適化も実施した。

2-4　計算内容

本研究では，水素原子に対する計算を行った。一辺
の長さが の立方体の中心に，電荷+1の原子核を置い
て（14）式の繰り返し演算を実施した。

はじめに，ポテンシャルのパラメータ の値を定め
るための最適化を行った。次に，計算に用いる空間の
適切なサイズを評価するため，立方体の大きさ（一辺の
長さ ）を変化させて計算を行った。さらに，計
算で求まる分布 から（10）式を用いて波動関数の分布
を求めた。得られたエネルギー固有値と波動関数の分
布を解析的な解と比較し，本手法の精度を検証した。
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3．結　　果

3-1　パラメータの最適化とエネルギー計算

Table 1にエネルギーの計算結果を示す。この表では，
ポテンシャルパラメータ の値を変化させて計算を実
施した結果をまとめている。系のサイズはX＝60.0 a.u
としている。また，解析解（-0.5 hartree）とのずれを誤
差Δとして記載している。

エネルギーの値は， に対してほぼ線型に変化する
結果となった。表中で誤差が最小となる の値は ＝
0.439734であった。この時の基底状態エネルギーは
-0.4999999922 hartreeであり，8桁の精度で解析解と
一致している。

水素原子に対するDMC 法の計算では，I. Koszinら
は，エネルギーの平均値と標準偏差として ＝-0.505 
hartree， ＝0.040という結果を得ている[4]。統計
的な手法であるモンテカルロ法により平均値として求
めたエネルギーよりも，行列積を用いた本手法は誤差
の小さい結果を得ることができる。

Figure 1に計算中のエネルギーの推移を示す。横軸
は計算のステップで，（14）式の行列の演算を繰り返し
た回数に対応する。この計算の初期状態としては，い
たるところ定数で一様に分布する状態を用いている。
1000回程度でエネルギーが基底状態の値に収束する様
子が見られる。8桁の精度で変化が見られなくなるに

は2000回程度の繰り返し計算を要した。収束後は繰り
返し計算を継続してもエネルギーの変化は見られず，
安定した結果が得られている。

3000ステップの計算に対して，Intel Xeon Gold 6154 
を用い，OpenMPによる36並列計算で約32分の計算
時間となった。初期配置をSlater型の分布から始める
ことで，収束までのステップ数を減らすことも可能で
ある。

3-2　系のサイズ依存性

Figure 2に，計算対象とする系のサイズとエネルギー
誤差の関係を示す。計算対象とする系は立方体で，一
辺の長さXを10.0 a.u.から80.0 a.u.まで10.0 a.u.刻みで
変化させた。計算に含める系のサイズがX＝50.0 a.u. 
よりも小さいと，エネルギーの誤差が大きくなる傾向
がみられた。また，X＝50.0 a.u.以上のサイズでは，ほ
ぼ一定となり，計算誤差に対するサイズ依存性が無く
なった。今回の計算では，波動関数の広がりとして十
分な大きさを確保するために，一辺が50.0 a.u.以上の
空間が必要であることになる。

Table 1. パラメータ とエネルギー固有値

r0 Energy(hartree) 誤差Δ

0.420000 -0.5004536265 -0.0004536265
0.430000 -0.5002164312 -0.0002164312
0.438000 -0.5000375638 -0.0000375638
0.439000 -0.5000158456 -0.0000158456
0.439600 -0.5000028809 -0.0000028809
0.439700 -0.5000007250 -0.0000007250
0.439720 -0.5000002939 -0.0000002939
0.439730 -0.5000000784 -0.0000000784
0.439733 -0.5000000138 -0.0000000138
0.439734 -0.4999999922 0.0000000078
0.439740 -0.4999998630 0.0000001370
0.439750 -0.4999996475 0.0000003525
0.439800 -0.4999985704 0.0000014296
0.439850 -0.4999974936 0.0000025064
0.439900 -0.4999964171 0.0000035829
0.440000 -0.4999942653 0.0000057347
0.441000 -0.4999728215 0.0000271785
0.450000 -0.4997857697 0.0002142303
0.460000 -0.4995897424 0.0004102576 Figure 2. 系のサイズとエネルギー計算結果

Figure 1. エネルギー推移
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3-3　波動関数の形状

計算で得られた分布 から求めた波動関数をFigure 
3に示す。原子核を含むx-y平面内での波動関数の分布
をプロットしている。この結果は，ポテンシャルパラ
メータ ＝0.439734，立方体の一辺の長さをX＝60.0 
a.u.として得られたものである。

Figure 3の（a）は，（14）式の繰り返し計算で得られた
分布 を直接プロットしたものである。（10）式の左辺
の に対応し， の1次の精度の（6）式で虚時間発
展を行い求めた波動関数に相当する量である。

Figure 3の（b）は，計算結果の分布 から（10）式の右
辺のファクター を除して求めた波動関数

をプロットしたものである。 の2次の精度をも
つ（9）式での計算結果に対応するものである。

両者の分布ともに，原子核上で最も大きな値を持っ
ている。特にFigure 3の（b）には，原子核上に尖点が
存在しており，Slater型の関数に類似した形状を持っ
ている。

Figure 4に，原子核の中心から動径方向の波動関数の
値をプロットした図を示す。波動関数はFigure 3と同じ

と の他，解析的に求めた について
表記している。

Figure 3. 波動関数

（a） ：計算で得られた分布 （b） ：分布 を で割ったもの

（a）区間 [0.0, 5.0] における波動関数 （b）区間 [0.0, 1.0] における波動関数

Figure 4. 波動関数の動径分布
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と の両者とも，原子核近傍以外では，解
析解と良い一致を示している。 は，原子核に近づ
くにつれ，解析解からのずれが大きくなる。また原子
核上では滑らかに接続するような変化を示している。

は， に比べ誤差が小さくなっている。特
に0.1≦ r<0.6の区間における改善が見られる。 の
展開による近似精度が1次高くなっている影響として，
より精度良い波動関数が得られたものと考えられる。
原子核上では， の値は解析解に比して14%程度
大きく見積もられ，誤差が大きくなっている。しかし，

は原子核上に尖点が出るという大きな特徴を持っ
ている。 は， を で割ることで
得られている。原子核近傍の値の改善や，原子核上の
関数形状の改善はこのファクターによるものである。

本手法における唯一のパラーメータ は，エネルギー
を再現するよう最適化されている。このパラメータ
を用いた計算で，波動関数形状が良好に再現される結
果となった。また，このパラメータ は原子核上の1
点のみを近似している。平均的なクーロン項をより適
切に表現するパラメータとして，原子核の隣接点を含
めて最適な値を導入するなどの改良をすることで，よ
り良い補正が可能と考えられる。

4．まとめ

BQMC法で用いられる虚時間発展の方程式を，行列
の積を繰り返すことで計算する手法について検証した。
水素原子に対する計算を行い，原子核上のクーロンポ
テンシャルを近似するパラメータを最適化することで，
基底状態のエネルギーと波動関数の形状を良好に再現
する結果が得られた。

また，ここで得られたポテンシャルパラメータ や

計算に必要な系のサイズなどの情報は，BQMC法で量
子モンテカルロ計算を実施する際の指標として利用す
ることができる。

今後は，虚時間発展の行列積を繰り返して基底状態
の波動関数を求める本手法について，さらに多くの系
での検証を行なっていく。
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